
Teoretická £ást - 3.6.2021

1. (a) De�nujte metrický prostor, úplný metrický prostor a kon-
traktivní zobrazení (3 body).

(b) Zformulujte a dokaºte Banachovu v¥tu o kontrakci (3 body).

(c) Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

i. nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou metrické prostory, potom
zobrazení φ : (M × X) × (M × X) → R de�nované
jako φ((a, x), (b, y)) = ρ(a, b) + d(x, y) je metrikou na
mnoºin¥ M ×X,

ii. nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou metrické prostory, potom
zobrazení φ : (M × X) × (M × X) → R de�nované
jako φ((a, x), (b, y)) = ρ(a, b) · d(x, y) je metrikou na
mnoºin¥ M ×X.

(2 body).
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2. (a) De�nujte £íselnou °adu a její sou£et (2 body).

(b) Zformulujte Abelovo a Dirichletovo kritérium, podílové kri-
térium a odmocninové kritérium konvergence °ad (3 body).

(c) Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

i. existuje posloupnot {an}∞n=1 reálných £ísel taková, ºe
°ada

∑∞
n=1 an konverguje a °ada

∑∞
n=1 a

2
n diverguje,

ii. existuje posloupnot {an}∞n=1 kladných £ísel taková, ºe
°ada

∑∞
n=1 an konverguje a °ada

∑∞
n=1 a

2
n diverguje,

iii. existuje posloupnot {an}∞n=1 reálných £ísel taková, ºe
°ada

∑∞
n=1 a

2
n konverguje a °ada

∑∞
n=1 an diverguje,

iv. existuje posloupnot {an}∞n=1 kladných £ísel taková, ºe
°ada

∑∞
n=1 a

2
n konverguje a °ada

∑∞
n=1 an diverguje.

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (3 body).
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3. (a) De�nujte oby£ejnou diferenciální rovnici a °e²ení oby£ejné
diferenciální rovnice (2 body).

(b) Zformulujte v¥tu o °e²ení rovnice se separovanými prom¥n-
nými (2 body).

(c) Zformulujte a dokaºte v¥tu o °e²ení lineární rovnice 1. °ádu
(3 body).

(d) Nech´ φ, ψ : R→ R jsou spojité funkce a nech´ f a g jsou
°e²eními rovnice

y′ + φy = ψ

na R spl¬ujícími f(1) = g(1). Za pomoci v¥ty o °e²ení
lineární rovnice 1. °ádu dokaºte, ºe f = g na R (1 bod).
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